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RESUMO 
Villegas Susaya, Wilber. Analise nao-linear de casca cilindrica circular de concreto 
armado utilizando urn metodo Quase-Newton. Campinas, Faculdade de Engenharia Civil, 
Universidade Estadual Campinas, 2000. 
0 presente trabalho desenvolvido de urn ponto vista computacional, 
utilizando metodos matematicos para a solu9iio de equar;oes nao-lineares, aplicando o 
metodo dos elementos finitos a estruturas de concreto armado. 0 rnetodo do elementos 
finitos, aplicado a analise de estruturas, em forma geral, conduz a urn sistema de equar;oes 
que no caso nao-linear exige algoritrnos matematicos mais refinados e/ou metodos 
iterativos que realizem uma linearizar;iio a cada passo do incremento de carga. 
0 elemento finito adotado e cilindrico circular com quatro nos e 5 graus de 
liberdade por no tendo funr;Oes de forma baseadas em deformar;Oes pre-estabelecidas. 
Para representar o concreto como, se vera no capitulo 3 desta pesquisa, foi adotado 
o modelo de Darwin e Pecknold [26], que considera o concreto com comportamento 
ortotropico. 0 ar;o e tratado da maneira usual com a Teoria da Plasticidade. 
A solur;iio do problema niio-linear que vern sendo utilizada pelo orientador e do tipo 
incremental-iterativa corn o Metodo de Newton-Raphson e reformulando a rnatriz de 
rigidez a cada itera9iio. 
Nesta Dissertar;iio foi irnplernentado ao programa de cornputador desenvolvido pelo 
orientador urn metodo Quase-Newton conhecido por BFGS. 
Os resultados obtidos analisando tres cascas mostraram que niio houve praticamente 
alterav5es nos resultados. Para os casos aqui tratados a utilizar;iio do metodo Newton-
Raphson continua sendo a rnelhor opr;ao, uma vez que o trabalho computacional e menor. 
ABTRACT 
Villegas Susaya, Wilber. Nonlinear analysis of reinforced concrete circular cylindrical shell 
using a Quasi-Newton method, Campinas, Faculdade de Engenharia Civil, Universidade 
This work was developed from a computational point of view, using mathematical methods 
for the solution of linear equations, applying the finite element method to reinforced 
concrete cylindrical shell structures, The finite element method, applied in the analysis of 
structures, in a general way, leads to a system of nonlinear equations that demands more 
refined mathematical algorithms and/or incremental-iterative methods that transform the 
nonlinear system in a linear one during every load step, 
The finite element used herein is circular cylindrical with four nodes and five nodal degrees 
of freedom, based on strain functions rather than the usual formulation based on 
independent displacement, The concrete was simulated using Darwin and Pecknold's 
model, considering orthotropic behavior. The reinforcement was treated in the usual way, 
considering the theory of plasticity. 
The solution of the nonlinear problem that was used by the adviser of this Dissertation is an 
incremental-iterative one coupled with the Newton-Raphson method, reformulation the 
stiffness matrix at every iteration. 
In this work a Quasi-Method with the BFGS search technique was implemented, with 
modifications in routines that treat the nonlinear solution. 
The results obtained in the analysis of three circular cylindrical shell structures, did not 
show considerable differences with those found with the Newton-Raphson approach. For 
the cases analyzed herein, the Newton-Raphson method is still the best option since the 
computational effort is smaller. 
INTRODUCAO. 
Na vida real observamos diversos exemplos de estruturas em casca. Engenheiros tern 
projetado este tipo de estruturas para constru9oes de cupulas, reservat6rios, avioes, navios, 
dutos, estruturas aeroespaciais, reatores nucleares, submarines, silos e vfui.as ~m",.,,,..;;~" 
de coberturas, alem outras aplicayoes. 
Devido as qualidades estruturais, as cascas sobressaem-se das estruturas de folhas 
planas porque tern uma boa eficiencia estrutural e a capacidade de carga e muito grande 
devido as suas forrnas geometricas e o consumo minimo do material. 
As coberturas em cascas finas de concreto armado surgiram na decada de 1920 
como solw;:ao para cobrir grandes areas sem necessidade de pilares intemos. 
A complexidade envolvida nas ana!ises destas estruturas restringiram a utilizaylio das 
mesmas ate o aparecimento de ferramentas analiticas avanyadas, metodos numericos 
adequados e computadores de grande velocidade e capacidade de processamento. 
Com o desenvolvimento dos metodos numericos de anaJ.ise, como a tecnica dos 
elementos finitos, e com o desenvolvimento de tecnicas experimentais precisas, o ca!culo de 
cascas ficou mais facil. Com a tecnica dos elementos finites aplicada as cascas e possivel 
processar desde as anaJ.ises elasticas lineares ate as nao-lineares, como e o caso da presente 
pesqmsa. 
1.1 BREVE D.ESCRI(:AO SOBRE CASCAS CILINDRICAS PARA COBERTURAS. 
Neste item apresentam-se resurnidamente exemplos significativos de cascas 
cilindricas de concreto armado e uma visao de estruturas para coberturas. As inforrna<;:oes 
Introducilo 
contidas neste item podem ser encontradas em vanas fontes como, por exemplo, as 
referencias [28,29]. 
A casca de fotma cilindrica circulat ou outra curva qualquer e uma superflcie 
obtida pela transla.;1io de uma reta percorrendo uma curva com a fotma da casca. A seguir, 
sao citados alguns desses tipos de estruturas: 
pata urn mercado na cidade do 
Mexico, fotmada por vi!rios elementos de cascas cilindricas. 
• A pista de corrida, de Madrid, Espanha (193 5), e uma estrutura fotmada por cascas 
cilindricas rnultiplas em balan9o ( Figura 1.1 a, 1.1 b ), projeto de Eduatdo Torroja. 
Figura (1.1 a) vista de !ado. 
Figura ( U b) vista frontal. 
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• Hangar para avioes, Aeroporto de Orly, Paris {1916), de Eugene Freyssinet, que 
colaborou muito no desenvo!vimento do concreto, projetou esta casca cilindrica que e urn 
exemplo do da tecnologia concreto. uma largura de 1OOm., consiste em 
uma serie de formas em colocadas adjacentemente umas as outras para formar uma 
superficie ondulada, importante para sua rigidez ( figura 1.2 ). 
Figura 1.2 
" Uma grande cobertura composta de viuios elementos de cascas cilindricas foi projetada 
para o Laborat6rio Nacional de Engenbaria de Idaho, EUA As cascas cilindricas tern 
urn vao de 97,3m na linba de apoio localizada aproximadamente a 8,5m acima do piso, 
sendo que a altura no centro e de cerca de 23,0m. Os arcos de enrijecimento tern uma 
altura de 1,7m na coroa, aumentando ate 2,3 m nos apoios. Os arcos sao espagados de 
7,9 m fazendo com que a construgao tenba aproximadamente 72,0 m de comprimento. A 
espessura da casca e de 15 em, exceto nas seyoes cheias perto dos elementos 
enrijecedores, onde a espessura aumenta para 20 em. Na epoca em que a estrutura foi 
construida (1957-1958) o vao da cobertura estava entre os maiores dos EUA 
12 
Introduvao 
• Vestibulo de concreto, exposiyiio Nacional da Suissa, Zurich (1939). Este vestibule foi 
construido pelo arquiteto Hans Leuzinger e pelo engenheiro Robert Maillart. Esta 
estrutura demonstra a eficiencia das cascas finas. E uma casca cilindrica de seviio 
parabolica. Esta casca, em meio arco, e segura por uma laje na base como se observa na 
figura 1.3. Sua altura e 15,3 m, e a coroa e de 11,7 m com espessura de 6cm. 
Figura 1.3 
• Escritorios de Correio, Rhode Island (1960), EUA. Ela foi projetada por C. A. Maguire 
& Associados. A cobertura consiste de uma combinayiio de vfui.as cascas ci!indricas que 
cobrem o predio completo. As cascas se apoiam em pontos ao redor do perimetro em 
co!unas expostas no exterior da estrutura e colunas adicionais no interior. Os bordos 
livres da casca sobressaem como uma viga em balanyo nos perimetros das paredes, 
revelando a espessura da casca, como mostra a figura 1. 4. 
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Figura 1.4 
• Christiansen projetou urn hangar para a Fon;:a-Aerea dos EUA no Estado de Washington. 
Esta estrutura tern 115m de largura e 325m de comprimento. Grandes aeronaves podem 
entrar de ambos os !ados dos quatro compartimentos e estacionar de frente para outras. 
0 vao de cada compartimento e de 65,5 m com altura maxima de 20,0 m. As cascas 
cilindricas de concreto armado de 7,6 em de espessura sao enrijecidas por oito arcos 
conectados por pinos. Este e o maior hangar de concreto armado do mundo. 
• Ammann e Whitney, engenheiros, projetaram urn hangar para avioes das Aerolinhas 
Americanas no Aeroporto Municipal de Chicago EUA Ele consiste de dois cilindros 
curtos unidos ao Iongo do comprimento. 0 comprimento e unico de 8,8 m com largura 
de 78,3 m. A espessura do concreto e variavel, sendo de 7,5 em na coroa e de 15 em na 




• Outra cobertura importante citada na literatura, que e formada por cascas cilindricas, foi 
projetada por Yamasaki (arquiteto) e Tedesco (engenheiro), e foi construida em 1954 
para o aeroporto de St. Louis EUA. 
Muitas cascas cilindricas de concreto armado tern sido construidas no mundo. A 
tecnologia atua! permite a possibilidade de construir estruturas de grandes coberturas de 
concreto armado, como se mostrou nos exemplos. Atua!mente, com a ajuda de sofWares 
avan9ados e concretos de alta resistencia, e possivel projetar cascas mais arrojadas com 
garantia de seguran!(a. 
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2.- OBJETIVOS 
2.1 OBJETIVO GERAL. 
0 objetivo deste trabalho e apresentar mais uma ferramenta na solu9iio problemas 
nao-lineares, aplicado a estruturas de concreto armado, neste caso cascas cilindricas, 
considerando a nao-linearidade dos materiais. 
A tecnica comurn usada para estes casos e o metodo de Newton Raphson, que usa 
uma funyiio linear ( equa9iio de equilibrio). Este, algoritmo foi utilizado pelo orientador Dr. 
Prof Ernesto Aloisio Assan, no programa principal (SHELL), que serviu de base para este 
trabalho. 
2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS. 
Modiflca<;:ao do algoritmo Newton Raphson para o rnetodo Quase-Newton, que 
considera uma fun9iio quadnitica ( equa9iio da energia potencial total ) . 
Comparayoes dos resultados obtidos pelos dois rnetodos. 
Espera-se obter resultados mais reais do comportamento da estrutura, e, desta 
fonna, rnelhorar os resultados. 
CAP. J RIVISAO BIBLIOGRAFICA. 
3.1 CONCEITOS BASICOS DE ANALISE LINEAR POR ELEMENTOS FINITOS 
metodo dos elementos finites e considerado como urn metodo de 
estrutural, cuja finalidade e detenninar a distribui<;ao de tensoes e defonna<;oes num 
continuo. Os casos podem variar desde problemas de tensao e defonna<;ao planas, s6lidos de 
revolu<;ao e flexao de laminas, ate a aruilise mals geral de s6lidos tridimensionals. Em todos os 
casos uma estrutura pode ser idealizada ccmo urn sistema de pontos, que sao chamados de nos, 
inter-conectados por elementos discretos. Os deslocamentos destes nos sao as incognitas 
principals do problema. 0 objetivo da analise e: dado o carregamento nodal, a geometria da 
estrutura ( loca<;ao de pontos ), e as propriedades dos materials; encontrar os deslocamentos 
nodals e as tensoes intemas nos elementos estruturals. 
3.1.1 DERIV A(:AO DA MA TRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO FINITO. 
0 metoda dos elementos finitos tern sido utilizado extensivamente utilizado sob o enfoque 
do processo dos deslocamentos, com o qual, a partir da minimiza<;ao da energia potencial total da 
estructura, chega-se a solu<;ao do problema em tennos de deslocamentos nodals. 
Com os deslocamentos nodals calcula-se as defonnay()es e as tensoes em pontos do 
elemento finito. 
0 principia da minima energia potencial e expresso, matematicamente, por: 
fs{ <!dV= fs~t:dv+fo~~dA 
V V A 
( 3.1.1 ) 
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Sendo: 
a- o vetor das tensoes: , r xy 
& o vetor das deforrna9oes: 
b o vetor de for9as volumetricas: 
p o vetor de fon;:as de superficie: 
v o vetor das cornponentes de deslocamento: U, V, W 
V o volume do elernento 
atua P. 
Esta equas;ao tambem representa a igualdade do trabalho virtual das for9as internas 
W, com 0 trabalho das fOryaS externas We . 
As cornponentes de deslocamento sao associadas fun9oes, em geral, polin6mios 
que tern como coeficientes os deslocamentos nodais, incognitas do problema. 
Derivando adequadamente essas fun9oes obtem-se as deforrna<;5es e, conhecendo 
as rela9oes constitutivas do material, tem-se as tensoes. Substituindo essas grandezas na 
equayao (3. L 1) deriva-se urn sistema linear de equa96es que fornecen1 os deslocamentos 
para o problema em analise. 
Os passos seguintes descrevem a obten<;ao da matriz de rigidez de urn elernento 
finito generico. 
1) Exprimir as componentes dos deslocamentos [v] ern terrnos dos deslocamento nodais 
{u} por meio de fun<;oes aproximadoras {ql} . 
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Figura 2.1: exemplo de representavao de elementos finitos de chapa, placa e casca 
{v} = 1¢ ]{u} ( 3.1.2) 
2) Tomando derivadas da equavao (3 .1.2) estabelece-se a relas:ao entre deformas:ao {s} e 
deslocamentos nodais {u } . 
{e }= [B ]{u} ( 3.1.3) 
As relas:oes entre as tensoes { o-} e as deformas:oes { e} tern a forma: 
{a}=[D]{&} ( 3.1.4) 
onde [ D] e a matriz de coeficientes ehisticos do material. 
4) Substituindo a equas:ao (3.1.3) em (3.1.4) obtem-se a relas:ao tensao-deslocamentos 
nodais: 
{o-} == [D IB ]{u} ( 3.1.5) 
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5) Impondo arbitrariamente deslocamentos { u} nos pontos nodais, tem-se o trabalho virtual 
das ayoes w. e 0 trabalho virtual intemo wi que sao iguais. 
6) Trabalho virtual extemo: 
We = {u Y } ( ) 
onde {r} sao avoes aplicadas nos pontos nodais. 
(3.1.7) 
da equavao (3. U) 
( 3.1.8) 
Substituindo na equa<yao (3. 1. 7) resulta: 
( 3.1.9) 
substituindo (3.L5) em(3.L9) 
(3.1.10) 
8) iguaiando We = W; ou (3.L6) = (3.UO), tem-se: 
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{r} = [k ]{u} ( 3.1.13) 
onde: 
[k ]= 
e a matriz de rigidez do elemento. 
Geralmente, exceto para casos especiais, a integrayao indicada pela equa9ao (3 .1.14) 
e efetuada com processos numericos. Uma vez calculada a matriz de rigidez do elemento, e 
efetuada a transforma9ao das coordenadas locals para as coordenadas globais, obtem-se a 
matriz de rigidez da estrutura [ K] formada pela soma sistematica das matrizes de rigidez 
dos elementos. 
0 vetor {R} representa as cargas conhecidas em todos os nos da estrutura. 0 vetor 
{u }contem os deslocamentos incognitos dos pontos nodais da estrutura que sao calculados 
ao resolver a equayiio (3.1.15). 
{R }= [K ]{U} ( 3.1.15) 
Com os deslocamentos dos nos conhecidos, as tensoes em cada ponto sao calculadas 
usando a equayao (3.1.5) : 
{a-}= [DIe ]{u} 
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3.1.2 ANALISE NAQ-LINEAR. 
E~:istem muitas estruturas que apresentam problemas de importancia se 
observe cornportamento niio-linear, devido tanto ao material quanto a geornetria. A 
linearidade geometrica e associada a sistemas e elementos estruturals especials ern que o 
efeito dos deslocamentos sobre as for;;:as internas sao considerados na analise. Exemplos 
destes casos especials sao colunas longas, arcos flexiveis e algumas estruturas de cascas 
finas. 
A niio-linearidade do material, que ocorre em estruturas de concreto armado, por 
exemplo, comp!icarn o o estado e 
defonna~oes, devido aos seguintes fatos: 
I) A resposta nao-linear de carga-defonna~ao do concreto e a dificu!dade em fonnular a 
adequada relayao de acordo com a combina~iio de tensoes. 
2) Fissuramento progressivo do concreto sob incremento de carga e a complexidade na 
fonnulayiio do comportamento da ruptura, para varios estados de tensiio. 
3) Considerayiio da armadura de ac;o e a intera~ao entre os materials constituintes concreto 
e a;;:o que fonnam o sistema composto e, 
4) o efeito do tempo, tal como a defonnayiio lenta e retra~ao do concreto. 
Nesta pesquisa se considera somente a nao-linearidade fisica dos materials, o 
fissuramento progressivo do concreto e a resposta niio-linear entre as relac;5es ao tensao 
defonnac;iio, e niio se levara em conta o efeito do tempo com a influencia da defonnac;ao 
lenta e retrac;iio do concreto. 
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3.2 FORMULA(:AO DO ELEMENTO FINITO UTIUZADO. 
As cascas cilindricas de concreto armado sido utilizadas 
extensivamente como elementos estruturais destinados a cobrir grandes vaos como foi 
comentado no L 
No regime p6s-elastico elas apresentam urn formidavel problema de analise de 
tensao se o comportamento do material e idealizado realisticamente. 0 requisite basico 
para a analise e uma conveniente relavao, principalmente na forma incremental, entre a 
tensao resultante e as medidas de deforma<;ao adequadamente refletem o escoamento da 
arrna<iura, a das e a concreto progress1vo. 
Naturalmente, com a finalidade de obter tal rela,.ao, podem ser feitas simp!ifica<;oes. Assim, 
compara<yoes de calculos com experimentos sao essenciais para estabelecer a eficiencia do 
modelo matematico. 
Duas diferentes aproxima9oes basicas tern sido usadas para obter rela9oes 
constitutivas idealizadas para a aplica<yao do metodo dos elementos finitos. Na 
"modifica9ao do produto de rigidez El " e a ado<yao de urn criterio aproximado do ponto 
de vista macrosc6pico. 
A segunda aproxima<;ao e baseada em uma idealiza<;ao das rela9oes tensao-
deforma9ao para o concreto e a9o, juntamente com alguma suposi9ao com respeito a 
compatibilidade das deforma<;oes entre os dois materials constituintes. 
Para deforma9ao por flexao, a propriedade do material e a varia9ao da espessura 
devem ser consideradas. Isto pode realizar -se de urna maneira discretizada por meio de uma 
aproxima((ao na qual a altura da casca e dividida em camadas, sendo que cada camada pode 
ter propriedades diferentes. Whang [30] usou este conceito para desenvolver urn elemento 
finito retangular de casca no regime elasto-plastico considerando o endurecimento do 
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material. Esta idealizavao e apropriada para metals, porem nao considera as propriedades 
ortotr6picas do concreto armado. 
Neste caso tem-se urn procedimento por elementos finitos por carnadas para 
determinar os dados da deflexao-carga ate a ruptura do concreto armado. A armadura e 
assumida como elasto-phistica, o concreto tern uma tensiio para o esmagarnento em 
compressao biaxial em concordfulcia com o criterio de esmagarnento proposto por Kupfer, 
Hilsdorf, e Rush [31]. Os graus de liberdade no plano sao importantes para cascas porque a 
variar;ao da propriedade do material atraves da espessura, com o carregarnento progressivo, 
produz urn acoplarnento nas relavoes constitutivas entre tensoes da superficie media e 
e entre os deslocarnentos no e no;rm;ll. a ele. Uma "modificayao do 
EI " aproximada nao produz tal acoplarnento, portanto nao pode refletir a infiuencia das 
condi9oes de contomo no plano. 
Hand et ali [3 5] utilizararn tarnbem o procedimento de dividir a espessura da casca 
em carnadas. Neste trabalho adota-se este mode!o. 
3.:2.1 ELEMENTO FINITO DE CASCA FINA. 
0 elemento finito utilizado para discretizar a casca e o elemento bidimensional 
desenvolvido por Ashwell e Sabir [32] e modificado independentemente por Assan [33] e 
Charchafchi [34]. 
Este elemento tern cinco graus de liberdade porno; sen do 
u , v e w as componentes dos deslocarnentos nas dire9oes dos eixos x, y e z, 








a) Deslocamentos b) Elemento finito com camada generica 
Figura 32.1- Elemento finito de casca dividido em camadas. 
As fun96es aproximadoras dos deslocamentos sao: 
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melhor representar a fissura<;ao ao Iongo da espessura da casca, sem apelar para 
o uso de elementos tridimensionais, adotou-se o procedimento proposto por Hand et 
[35], que consiste em dividir cada elemento finito em camadas, supondo que cada uma delas 
encontra-se em urn estado plano de tens5es, podendo as propriedades fisicas do concreto 
variar de camada para camada. 
0 e!emento finito dividido em camadas pode ser visualizado na figura 3 .2.1 b. 
3.2.2 TENSOES E DEFORIVIA(:OES NAS CASCAS FIN AS. 
3.2.2.1- EQUACOES CINEMATICAS 




( 3.2.1 ) 
sendo que o in dice "o" (zero) corresponde ao plano de referenda (plano medio) da casca 
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3.2.2.2- EQUA(:OES CONSTITUTIV AS 
Para a considerac;ao de pequenos des!ocamentos, as re!a<;5es defonnag5es-
des!ocamentos de sao: 
£X = 






oy R 0 
ou OV 
Yxy = --+ --
oy ox 
zw 
= X Ox 2 
0 2 W 








+ --2 R 0 ox 
Com (3.2.1) e (3.2.2) pode-se escrever que: 
Y xy = Yo xy + z X xy 
Fazendo: 




















z ~l 0 
0 zj 
( :3.2.5) 
3.2.2.3- RELA(:OES TENSOES-DEFORMA(:OES. 
Sejam a " , cr Y e r xy as tensoes que definem o estado plano de tensoes em 
cada ponto de cada camada de urn elemento finito. 
Os esfon;;os intemos resultantes, cuj a convenviio e mostrada na Figura 3 .2, sao 
dados por: 
z2 
NY - fa Ydz 
zl 
z2 




N xy = f !" xy d Z 
zl 
z2 







/~Y / 0 _# X(u) ....__. 




As igualdades (3.2.6) e as tres relaQ5es acima em forma matricial ficam: 
{
f N} 1 z2 ~ ~ = j[ZY{o-}dz 
;M} J zl 
A rela<;:ao entre as tens5es e deforma96es pode ser escrita de forma geral como: 
(3.2.7) 
{o-} = [D]{s} ( 3.l.4 ) = (3.2.8) 
sen do: 






------o-1 v E 
1- u 2 \ 






E e 0 modulo de Young e v 0 coeficiente de I:'O!SSCiil 
Substituindo em (3.2.8) { & } dado pela igualdade (3 2.4) tem-se 
{a}= [D]({&0 } + zLd) 
Tendo em vista a igualdade (3.2.5) a equa<;:ao acima fica: 
{a} 
A equa9ao (3 .2. 7) pode, entao, ser escrita como: 
3.2.3 MA TRIZ DE RIGIDEZ E VETOR DE CAR GAS NO DAIS. 
( 3.2.9 ) 
( 3.2.10 ) 
( 3.2.11) 
Seja { u 1 } o vetor que contem os cinco graus de liberdade por no i e { v } o 
vetor formado pelos deslocamentos u , v , w 




0 vetor {U} pode ser escrito como: 
{}-[]{a} 
sendo uma ma1triz numerica (20x20) e {a} o vetor que contem as 20 constantes 
independentes das fun9oes deslocarnentos u , v , w . 
Da rnesma forma pode-se escrever que: 
{v} =[¢]{a}, ( 3.2.14) 
sendo [¢] as fun9oes deforma. 
Com (3.2.14) o vetor pode ser representado em fun9ao dos 
deslocarnentos nodais por: 
[C H v} = [C ][q)]{ a}. ( 3.2.15) 
Transportando (3.2.14) e ( 3.2.15) para (3.2.5), o vetor de deformayoes no ponto i fica: 
{s} = [Z][C][¢]{a} = [Z][F]{a},com[F]=[C][¢] ( 3.2.16) 
E, com relayao as tensoes, usando (3 .2.1 0): 
5 = 15(zc ia) = 15(zPa). (3.2.17) 
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Da equavao (3.2.13) tem-se que 
a= ( 3.2.111 ) 
sendo: -1 
Substituindo as rela.;;oes (3.2.17) e (3.2.111) na equa~o do trabalho virtual interno 
como segue: 
T 
= liUr T T }iv 
Essa igualdade ainda pode ser representada por: 
( 3.2.19) 
z2 
sendo f5 = J Z r f5 Z d z 
z 1 
0 trabalho virtual das cargas extemas pode ser escrito como: 
L ov T pdA 




Operando sobre essa Ultima integral tem-se que o trabalho virtual pelas 
cargas externas vale: 
-1 )LiJ>dA ( 3.2.20) 
Igualando os trabalhos virtuais dados pelas equa96es ( 3 .2.19 ) e ( 3 .2.20 ) tem-se: 
dA }U = ( T ~ p ( 3.2.21) 
A integral do !ado esquerdo corresponde a matriz de rigidez linear do elemento finito 




3.3 MODELAGEM DO CONCRETO E A(:O. 
Desde o trabalho pioneiro de Ngo e Scordelis [1], em 1967, e ou trabalho put>llC!Ido 
por Riva e [56], inumeros outros procuraram descrever a modelagem mais adequada 
para o concreto armada tentando captar seu complexo comportamento diante, por exemplo, 
da fissurayao progressiva e dos fatores dependentes do tempo como a retra9ao, deforma9ao 
e a degrnda9ao progressiva da aderencia entre a armadura e o concreto. 
Descri96es dos principals trabalhos divulgados sao encontrados em Argyris et alii 
[2] , Chen [3], no State of Report da ASCE [4], em Meyer e Bathe [5] e na tese de 
doutoramento de Proen9a [6], onde se tern urn programa atual das pesquisas que estavam 
sendo realizadas, inclusive no 
Nao se fara neste trabalho uma resenha dos modelos matematicos desenvolvidos 
ate hoje porque, alem de longa, a lista seria certamente incomp!eta e os autores acima 
citados conseguiram, com competencia, cumprir esse objetivo. 
Nos itens seguintes apresentar -se-ao as relal(oes constitutivas e o criteria de ruptura 
adotados para o concreto armado, e que compoem o modelo matematico utilizado neste 
trabalho. 
3.3.1 MODELAGEM DO CONCRETO. 
3.3.1.1 RELACOES CONSTITUTIVAS PARA 0 CONCRETO. 
Para representar o concreto, nesta pesquisa, foi adotado urn modelo elastico nao-
linear. 
Chen [3] descreve tnls diferentes tipos de rela.yoes tensoes-deforma.yoes para esses 
modelos. 
a) Tipo Cauchy: onde o estado de tensoes em urn determinado instante e fun.yao 
apenas do estado de deforma.yoes . 
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b) Tipo hiperelastico (Green): baseia-se na hip6tese da existencia da funQ5es W e Q 
denorninadas respectivamente densidade de energia de defonnal(ao e densidade de energia 
complementar de defonnal(1io. 
Essas funv5es dependem das componentes dos tensores de tensoes e defonna<;:oes 
em cada instante. 
Para urn material inicia!mente is6tropo e elastica, W e 0 sao expressos em tennos 
dos tres invariantes de defonnagoes e tensoes, respectivamente. 
Assurnindo, por exemplo, para n , funy5es polinomiais em tennos dos tres 
invariantes de tensoes, modelos diversos para as relav5es constitutivas podem ser obtidos, 
como o desenvolvido por Evans e Pister 
c) Tipo incremental ou hipoelastico: esse tipo de fonnulas:1io e 
freqilentemente para descrever o comportamento mecfurico de uma classe de materials em 
que o estado de tensoes depende do estado de defonnavoes em cada instante, assim como 
do caminho percorrido pel as tensoes para atingir aquele estado. 
0 modelo elastica n1io-linear considera o concreto como sendo urn material is6tropo 
ou ort6tropo com os parametros elasticos variaveis, o modelo ortotr6pico gera!mente 
assume o concreto como hipoelastico. 
Esses modelos sofreram severas criticas, principalmente de Bazant [38], afirmando 
que a invariancia tensorial e violada em alguns deles, e que a rota9ao dos eixos de ortotropia 
implica que certas imperfeiv5es do material (microfissuras e escorregamento da armadura) 
sao causadas unicamente pelo estado atual de tensoes e n1io pelo estado de deformar;oes 
anterior que, para o concreto, n1io e verdade. 
Apesar dessas inconsistencias conceituais, esses modelos conseguem representar o 
funcionamento macrosc6pico do concreto e tern sido utilizados com freqiiencia no estudo de 
estruturas com comportamento bidimensional como cascas e placas, apresentando resultados 
que, comparados com os experimentais, podem ser considerados excelentes. 
Esses modelos sao atraentes devidos a sua simplicidade e facilidade de implantar;1io 
em programas de computador. 
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Como ja se salientou, inumeros trabalhos foram desenvolvidos por: Bashur e Darwin 
[36), Mueller [52], Rajagopal [54], Van Greunen, Canet et alii [13] e Rule e Rowlands [17] 
utilizando esses modelos. 
0 modelo incremental hipoelastico permite tambem a adoviio de carregamento nao 
proporcionais e dclicos. 
3.3.1.2 0 MODELO DE DARWIN E PECKNOLD. 
Darwin e Pecknold [26] ao proporem seu modelo para o concreto pretenderam 
as desvantagens o precursor de et 
apresentava. 
Alem disso, queriam que seu modelo pudesse ser utilizado em situavoes gerais de 
carregamento em que o estado de tensoes pudesse ser aproximado por urn estado plano de 
tensoes, e tambem ser facilmente incorporado a programas de computador utilizando o 
metodo dos elementos finitos e, ainda, ser completamente determinado com os parametres 
convencionais fc e fct , respectivamente tensao de ruptura do concreto a compressao 
(uniaxial) e tensao de ruptura do concreto a travao, 5u deformavao ultima do concreto a 
compressao e Eco modulo de Young inicial do concreto. 
Para urn estado plano de tensoes onde l e 2 sao as direv5es das tensoes principais, a 
relavao constitutiva incremental nessas direviies para urn material com comportamento 
ortotropico vale: 
( 3.3.1 ) 
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sendo E 1 e E 2 os m6dulos de Young, t1 e V:l os coeficientes de Poisson para as direvoes 
1 e 2 respectivamente e G o modulo de elasticidade transversal. 
considera9oes energeticas obtem-se que: 
( 3.3.2) 
Para sirnplificar o uso das equavoes (3 .3 .I) e assegurar que nenhuma das direvoes 
principais seja favorecida, essas rela96es podem ser modificadas fazendo: 
( ) 
sendo V o "coeficiente de Poisson equivalente". 
Com as equavoes (3.3.2) e (3.3.3) a equa9ao (3.3.1) pode ser escrita como: 
( 3.3.4) 
A rota9ao para o sistema de eixos ortogonais x, y como mostra na figura 3.3.1 
transforma as equavoes (3 .3 .4) em: 
( 3.3.5) 
sime'trica 
onde c = cos B e s = sen B , sendo B o angulo entre as dire<roes x e 1, de acordo 
com a figura 3 .3. 1. 
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e 0 modulo de deforma<;:iio transversal que nao depende do sistema de eixos adotado. 
X 
Figura 3.3. L- Sistema de eixos ortogonais 
Os valores de E 1 , E 2 e V sao determinados para cada incremento de carga em 
fun<;:iio dos estados de tensao e deformas:ao em cada ponto de Gauss do elemento finito, 
admitindo que o material se comporta elasticamente durante o incremento, de acordo com o 
procedimento descrito mais adiante. 
A matriz constitutiva incremental determinada em rela9iio aos eixos 1 e 2 e entiio 
referida, atraves de uma rota9ao, ao sistema de referencia x, y e utilizada para calcular a 
matriz de rigidez do elemento finito. 
A orienta9iio dos eixos 1 e 2 e as propriedades do material sao corrigidas para cada 
itera<;:iio do processo de solu9iio. 




sendo as deformavoes incrementais d&1u e d&2• representadas por: 
(3.3.7) 
( 3.3.8) 
Essas deforma<;oes foram chamadas por Darwin e Pecknold [26] de deformav5es 
uniaxiais equivalentes. 
Elas permitem, atraves da remo9ao do coeficiente Poisson das rela9oes tensao-
deforma<;ao bidimensional, o concreto comprimido ser 
obtida experimentalmente, como se fosse urn estado de tensao unidimensional. 
Essas curvas incluem o efeito do confinamento da microfissurayao, e os valores de 
E1 e E 2 podem ser obtidos atraves delas. 
Isto pode ser verificado considerando, para urn concreto sob estado biaxial de 
compressao com 0"1 e 0"2 referidas as direyoes principais, que as rela<;oes incrementais 
tensao-deformavao para as direy5es 1 e 2 valern: 
e ( 3.3.9) 
sendo E1 e E 2 OS modulos tangentes a curvas tensao-deforrnayaO . 
Substituindo as igualdades (3.3.9) em (3.3.7) e (3.3.8), e levando em considera<;:ao a 
(3.3.2), as deforma<;oes uniaxiais equivalentes ficam: 





Percebe-se dessa maneira que as tangentes E 1 e E2 as curvas tensao-deformaviio 
nao contem o efeito do coeficiente de Poisson, removido pela introduviio de Biu e &2• . 
0 confinamento da microfissuraviio influencia os valores de1 obtidos 
experimentalmente e, portanto, tambem e COJ1Si(len>da em e , como mostram as 
equav5es (3.3.10) e (3.3.11). 
A deformaviio uniaxial equivalente total em qualquer ponto e obtida somando todos 
os incrernentos deterrninados ate aquele instante: 
L L da t:. = dt: = --' lU JU E. 
' 
' i = 1,2 ( 3.3.12) 
Darwin e Pecknold [40] propuseram o uso de uma curva uniaxial equivalente tensao-
deformaviio para o estado plano de tensoes, como mostra a figura 3.3 .2. 





Figura 3.3.2.- Diagrama tensao-deforma<;iio uniaxial equiva!ente [26]. 
Sendo 
N a tra9ao a rela9ao e linear: 
para a- i ::;; a- u ( 3.3.14) 
e a deforma<;:ao &ic podem ser determinadas 
experimentalmente. 
o modulo de Young Ei da parte comprimida e obtido derivando a equa9iio 





Neste trabalho foram adotados para o "coeficiente de Poisson equivalente"valores 
entre 0,15 e 0,20 que mostraram-se adequados para estados biaxiais de tra-;:ao e compressao 
No caso de tens5es de tra<;:ao e compressao combinadas, estes valores tarbbem sao 
adequados, ja que Kupfer alii [31] encontraram valores de V entre 0,18 e 0,20 
caso, para tens5es acima de 80% de fc, os vR !Mf'< de U determinados 
por Kupfer l] sao maiores, porem, como a sua Jn1!ue;ncta e relativarnente pequena, os 
valores assumidos podem ser considerados razoaveis, 
3.3.1.3 CRITERIO DE RUPTURA PARA 0 CONCRETO. 
0 criteria de ruptura considerado neste trabalho e o proposto por Kupfer e Gerstle 
(27] com modificav5es 
A superficie de ruptura e dividida em quatro regi5es que dependem da relaviio entre 
as tensoes principais ( a = %
2 
), 
As tens5es de trar;;iio sao sempre positivas e as de compressiio negativas e, 
algebricamente, a t 2 a 2 
As quatro regioes, mostradas na figura 3 3 3, e as equas;oes que permit em obter os 
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Fig. 3.3.3- Superficie de ruptura proposta por Kupfer e Gerstle [27] 
Regiao (1): o-1 = compressao e o-2 = compressao - 0 ::::; a ::::; 1 
o- =1+3,65a -r 
2c (l+a)2 Jc 
&2c = &c(3P2 - 2) 





sendo P _ G2c/ e 2 - /fc e &c a deforma~ao correspondente a f c no 
ensaio unidimensional. 
As equa<;6es (3 .3 .16) e (3 .3 .17) foram propostas Kupfer e Gerstle [27] e as 
equa<;6es (3.3.18) e (3.3.19) foram apresentadas por Darwin Pecknold [26]. 
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Nessa regiao assume-se que o concreto escoe quando as tens6es ultrapassam o valor 
da resistencia ultima a compressao e sofre o esmagamento quando as deforma.;:5es alcan<;a;n 
a deforma<;:iio Ultima. 
Regiiio (2) 0"1 = tra<;:ao, 0"2 = compressao - 0,17 o;; a o;; 0 
1 +3,28a 
Gzc = ( )2 fc l+a ( 3.3.20) 
( 3.3.21 ) 
( 3.3.23) 
As equa<;oes (3320) e (3.3.21) foram propostas por Darwin e Pecknold [26] 
enquanto que as equa<;oes (3.3.22) e (3.3 23) foram sugeridas por Rajagopal [54]. 
Supoe-se que a ruptura do concreto, nessa regiao, ocorra por escoamento e 
posteriormente por esmagamento na dire<;:ao comprimida. 
Regiao (3): 0"1 = tra<;ao, CF2 = compressao oo < a < -0,17 
Gzc = 0,65fc 
A ruptura se dana dire<;:ao da tensao de tra9ao por fissura<;ao do concreto. 
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Regilio ( 4): CJ1 = tra9ao, 0"2 = tra~;ao l<a<oo 
= 
Os dados necessarios para se defirrir completamente o modelo sao: fc = resistencia 
ultima do concreto a compressao, fc, = resistencia Ultima do concreto a trayao, 
8 c = deforma~;ao correspondente a tensao J, determinada em ensaio unidimensional, 
Eco = modulo de Young inicial do concreto, 8u = deformayaO ultima do concreto a 
compressao e v 
Esses 
coeficiente de Poisson. 
podem ser obtidos 
sugeridos pelas normas ou c6digos. 
ou adotados conforme os 
3.3.1.4 AMOLECIMENTO GRADUAL DO CONCRETO COMPIUMIDO (STRAIN 
SOFTENING). 
Quando a deforma~;ao 81u ultrapassa o valor da deforma~;ao e,c , a tensao no 
concreto nos incrementos subseqiientes diminui com o aumento da deforma9ao, causando o 
escoamento gradual do materiaL 
Neste traba!bo admitiu-se que essa diminui;;ao da tensao seja representada por uma 
reta, como se mostra na figura 3.3.4, decrescendo a tensao ate urn valor igual ao que 
corresponde a uma deforma;;:ao aproximadamente igual a 4e1c . A partir desse ponto 
considerou-se que o material sofre esmagamento. 
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Figura 3.3.4.- Modelo adotado para o concreto comprimido. 
Essa reta se aproxima com razoavel precisao da envoltoria de curvas obtidas 
experimentalmente por Karsan e Jirsa [ 42] para o concreto submetido a cargas uniaxiais 
ciclicas de compressao, como mostram Darwin e Pecknold [26]. 
Buyukozturk e Tseng [39] realizaram uma serie de ensaios considerando cargas 
biaxiais ciclicas de compressao sem, com tudo, apresentarem curva envoltorica para o ramo 
descendente da curva tensao-deforma<yao para o concreto. 
Admitiu-se entao, que para uma itera91io n, uma deformac;:ao principal 8;u 
ultrapassando o valor de 8;c a tensao principal n . --n 0"; cru para 0"; e o modulo de Young 
correspondente E;n assume valor nulo para a proxima iterac;:ao, conforme figura 3.3.4. 
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3.3.1.5 DESCARGA NA COMPRESSAO. 
possibilidade de ocorrencia de pequenas descargas devidas a redistribui9iio das 
tensoes durante o processo iterativo, fez com que se considerasse, neste trabalho, essa 
alternativa. 
Supoe-se que tanto a descarga quanto a recarga ocorrem segundo uma reta paralela 











Figura 3.3.5- Descarregamento e recarregamento no concreto comprimido. 
-c iu 
0 procedimento para levar em consideravao a descarga e posterior recarga consiste 
no siguinte: 
a) obtida a deforma<;:iio 8,: correspondente a itera9ao n, e verificando que 
18,: I < 18,: -l I , tem-se, entiio, caracterizada a descarga. 
b) calcula-se o valor de 8 pi = deforma<;:iio residual dada por: 
& pl 
n- l 















A fissura<;ao do concreto e a principal causa de nao-linearidade nas cascas de 
concreto armado. Quando em urn ponto uma tensao principal excede a resistencia ultima do 
admite-se que se forma uma fissura com dire9ao perpendicular a dire9ao 
dessa tensao principal. 
Considera-se tambem que o concreto perde a capacidade de transmitir esforvos na 
dire<;ao perpendicular a fissura devendo impor, nas rela<;5es constitutivas (3.3.4), E1 = 0. 
A presen<;a da armadura e o engrenamento dos agregados permite considerar que 
haja transferencia de tens5es de cisalhamento atraves da fissura. 
Esse efeito e levado em conta reduzindo o modulo de elasticidade transversal G , 
multiplicando-o por urn coeficiente f3u ( 0 < f3u < 1) , introduzido por Lin [ 46], que 
constatou que a solw;:ao, embora nao seja muito alterada pela varia<;ao de /3,, , pode 
apresentar instabilidade se flu for nulo. 
Admitiu-se neste trabalho que a forma<;ao de uma segunda fissura no mesmo ponto 
se da com dire<;iio perpendicular a primeira e E 2 = 0 , ficando a relagao constitutiva 






Ha duas maneiras basicas de se modelar a fissuraviio: uma e com o chamado modelo 
discreto introduzido por Ngo Scordelis [ l] e a outra com o modelo distribuido ou difuso 
proposto Rashid [55], Ambos encontram-se descritos com pro fundi dade na 
referencia[6]. 
Resumidamente, pode-se dizer que a principal desvantagem do primeiro modelo e a 
obrigatoriedade de ter que se redefinir a rede de elementos finites, o que tern dificultado sua 
ado<;ao. 
0 segundo modelo, que tern sido extensivamente usado, supoe que as fissuras 
distribuem-se em todo o elemento ou na regiao de influencia de urn ponto de integra<;ao 
numerica. 
Comprovadamente esse modelo e muito mais converiente, em vez que a topologia 
da estrutura discretizada fica inalterada. 
Geralmente supoe-se que haja aderencia entre o concreto e a;;:o ao se adotar esse 
modelo de fissura<;:ao. 
Como observada anterionnente, o concreto fissurado pode, entre fissuras, transmitir, 
ainda, tensoes de tra.yao que vao diminuindo gradativamente com o aumento da abertura das 
fissuras. 
Esse comportamento do concreto armado fissurado e conhecido como enrejecimento 
a tra91io e pode ser simulado basicamente de duas maneiras. 
A primeira admite que a diminui<;ao das tensoes de tra9ao se da segundo o tramo 
descendente da curva tensao-defonnayao para o concreto, como mostra a figura (3 .3. 6 a.) 
Esse procedimento foi proposto por Seal on [58] e modificado por Lin [ 46] e admite 
uma redu.yao gradual da tensao no concreto figura (3 .3. 6 b.) 
A segunda maneira consiste em ignorar o concreto ap6s a ruptura e utilizar uma 
rigidez maior para o a9o, como mostra a figura (3.3.6c), alterando o diagrama tensao-
defonnayao do ago. 
Urn metodo alternativo foi proposto por Mang e Floegl [ 49] baseado na resistencia 
ao deslizamento das barras. Leva em considera.yao da fissura ao Iongo da altura da peo;:a e a 
fissurao;:ao secundaria entre as fissuras iniciais. 
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Este modelo requer, porem, que o espa<;amento entre fissuras seJa previamente 
especificado. 
0 mode!o mais freqtientemente utilizado e uma derivavao do proposto por [ 46], 
substituindo a curva descendente por uma reta. 
Figueiras [ ll] apresentou urn diagrama tensao-defonna\{ao para o concreto 
tracionado 0 enrijecimento a travao e representado por uma reta depende duas 
constantes: r e &m, confonne Figura (3.3.6d) e que tambem foi incorporado a este 
trabalho. 
A constante Y depende da porcentagem de armadura na se.;:ao pode assumir valores 
a 0,5, 0,6 ou 0,7. Figueiras admitindo que a variavao 0,5-0,7 e 
a utilizavao do valor 0,6. Para Em o valor proposto foi 0,002. 
crt 
Vvtq 
Et Ez C) azE 
a) Mixlelo de Scalon 
Gie, 
c) Diag:rama tensao def~o 
modificado para at;0 
b ) Modelo de Lin 
d ) Mixlelo de Figueiras 
Figura 3.3.6- Modelos para considera<;ao do enrijecimento a tra<;ao 
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Outros autores preferem vincular a deforma<;:iio Em a deforma>;:ao & = f ct /E 
t /Eco 
atraves de urn coeficiente /3 de forma que Em = /381 
[ 46] propos para /3 o valor 6, Gilbert e Warner [ 43] adotaram 10, Abdel 
Ralrman [ 1 admitiu urn valor varia vel entre 10 e 25 e Milford [51] assumiu igual a 
20. 
Neste trabalho o valor adotado para /3 foi 20, que para os concretos usuais fomece 
Em aproximadarnente igual a 0,002. 
3.3.1.7 DESCARGA NA TRA(:AO. 
Analogamente it compressao, tambem na tra<yao podem ocorrer eventuais descargas 
devidas it redistribui<;iio de tensoes. 
Durante a fase elastica e 6bvio que a descarga se da segundo a mesma reta 
ascendente do diagrama tensao-deforma.;:ao. 
Ap6s a ocorrencia da fissura<yao admite-se que a descarga ocorre sem a gerac;:ao de 
deformat;ao residual, com urn modulo de elasticidade ficticio obtido em func;:iio dos niveis de 
tensiio e deforma<;iio no instante da descarga, como pode-se observar na figura 3.3.7. 
o modulo de elasticidade ficticio E1" e dado por : 
tensao 
n n 
U; correspondente it descarga vale: u, E "E" i I 
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Considerou-se que houve o fechamento de uma fissura quando a deforma91io total 
perpendicular a fissura se anulou. 
A partir desse instante supos-se que o concreto adquiriu as propriedades iniciais 









Figura 3.3. 7 - Diagrama tensao-deforma<;iio para o concreto tracionado. 
3.3.2 MODELAGEM DA ARMADURA. 
Para o a;;o adotou-se como modelo matematico a formula<;ao classica da teoria da 
plasticidade (flow rule), com o criterio de ruptura de Von Mises, admitindo diagrama 
bilinear para a representa;;ao da curva tensao- deforma<;ao, considerando endurecimento 
isotr6pico, como mostra a figura 3.3.8. 
52 
Revisao Bibliografica 
Essa curva e definida pelos seguintes paril.metros: fY = tensao de escoamento; 
E s = modulo de Young ou de elasticidade inicial, E sh = modulo de elasticidade referente 
ao endurecimento e &'" = detonnayiio ultimao 
E., 
1 
As barras da armadura foram consideradas como camadas de avo de espessura 
equivalente, sendo que cada camada apresenta rigidez apenas na dire9iio das suas barraso 
Supos-se perfeita aderencia entre avo e concreto 0 
A espessura hs de uma camada de armadura em uma das dire<;6es x ou y e obtida 
dividindo a area da se<;ao transversal de uma barra dessa annadura pelo espa9amento entre 
suas barras, conforme esquematizado na Figura 3 3 0 9 0 
l 
e 







camada de concreto h 
e 




A arrnadura deve ser fomecida como uma porcentagem da camada de concreto de 
espessura hk que a contem, considerando: 
sendo x a direvao das barras da armadura. 
As relar;:oes constitutivas no regime elastico ficam sendo dadas por: 
Os conceitos fundamentais da teoria de plasticidade com a derivar;:ao da matriz de 
rigidez elasto-plastica sao abordados em profundidade em textos excelentes, por exemplo 
[50] da bibliografia e nao serao aqui repetidos. 
A programar;:ao de computador relativa a arrnadura foi toda efetuada tendo por 
modelo o desenvolvimento do capitulo 7 daquela referencia. 
CAP. 4 METODOLOGIA PARA A SOLUCAO NAO-LINEAR 
4.1 ALGORITMOS PARA A SOLU(:AO NAO-LINEAR. 
Apos a publicaviio do traba!ho de Ngo e Scordelis [1] em 
estabelecido como uma das ferramentas 
o estudo de estruturas de concreto armado. 
o Metoda dos 
eficientes para 
As cascas, e em particular as cascas cilindricas, passaram a ser analisadas com maior 
eficiencia e os comportamentos com relayao a fissura91io e a estabilidade, por exemplo, 
puderam ser melhor verificados. 
As propriedades do concreto tern sido representadas por modelos cada vez mais 
sofisticados e precisos que permitem, hoje, uma analise mais apurada do comportamento das 
estruturas em servi9o. 
Todavia, para se obter uma soluviio mais acurada do problema, niio basta dispor de 
urn elemento finito adequado e de urn modelo matematico sofisticado para representar o 
comportamento fisico dos materiais, e preciso tambem contar com urn algoritmo eficiente 
para a solu9iio do problema niio-linear. 
A soluviio desse problema envolve quase que, invariavelmente, urn processo 
incremental-iterativo, em que urn nfunero de ciclos iterativos sao realizados para cada 
incremento de carga aplicada, ate que as cargas residuais sejam suficientemente pequenas. 
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Sao varias as tecnicas que se utilizam para resolver o problema nao-linear. Na 
literatura ha textos excelentes que as descrevem; desses pode-se citar: Bathe e Cilento [7], 
Bergan e Ho!and [8], Gomes Rahman e Crisfield e Shi [22]. Estes apresentam 
extensa lista de referencias sobre o assunto. 
A tecnica ( algoritmo) mais comumente uti!izada para a soluviio problema niio-
e o metodo de Newton- Raphson e suas variav6es: com a reformulat;:iio da matriz de 
rigidez a cada inicio de incremento ou com a matriz de rigidez inicial mantida invariavel. 
Esses modelos tern sido usados por Figueiras [11], Chan [12], Van Greunen [13], Barbosa 
et alii [14], Povoas e Martins [15], Harmon e Zhangyuan [16], Rule e Rowlands [17], 
Arnesen [!8], Ramm e Kompfner da Silva [20] e Assan [21]. 
Outros metodos tarnbem utilizados sao 0 Metodo dos Gradientes Conjugados e OS 
Quase-Newton. Dentre estes, destaca-se o BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno). 
Esses metodos tambem sao descritos em detalhes nas referencias ja citadas. 
Crisfield e Shi [22] comentam que o Metodo dos Gradientes Conjugados, embora 
nao envolva a formulavao direta da matriz de rigidez tangente, pode apresentar convergencia 
lenta se nao utilizar algum pre-condicionador. 
Matthies e Strang [23] relatam que o Metodo BFGS converge com incrementos de 
cargas maiores do que o Newton modificado. Alem disso, observam que a descarga (de 
tensoes) pode ocorrer sem danificar as propriedades do algoritrno. 
Na analise de trelivas simples, com os metodos: Newton com e sem busca 
unidimensional (line-search), Gradientes Conjugados, Newton Conjugado e BGFS, esses 
autores verificaram que o nfunero de iterav6es para cada metodo decresceu na ordem em 
que eles estao aqui apresentados. De acordo com eles, o Metodo BFGS apresentou o 
melhor desempenho, razao pela qual eles adotaram-no na continuidade do trabalho. 
Gomes [9] assinala que o Metodo dos Gradientes Conjugados parece adequado para 
a soluvao de grandes problemas com matrizes esparsas. Em maquinas com pequena 
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capacidade de memoria o metodo foi abandonado em favor de esquemas de soluyoes mais 
eficientes. 0 autor considera que o Metodo BGFS e dos mais eficientes para a soluyiio de 
problemas niio-lineares. 
Meyer e Bathe [5] tambem indicam que o Metodo BFGS mostra geralmente as 
caracteristicas de melhor convergencia comparado com os Metodos de Newton. 
Pode-se citar, ainda, Arcaro [24] que utilizou o Metodo BFGS na analise de ooberturas 
formadas por cabos protendidos. 
Na so!u,.ao de problemas nao-lineares pelo metodo dos elementos finites aparecem 
pn)b!emas. Priml~iramimte, a eleiviio correta modele para a equaviio constitutiva 
nao-linear e segundo a escolha de urn algoritmo eficiente, que neste caso tem-se duas 
formas para a soluyiio matematica de urn problema niio linear. 
0 Metodo dos Elementos Finitos, aplicado a analise de estruturas via equa9ao de 
equihbrio global ou deslocamentos, conduz a sistemas de equa9oes que, no caso nao-linear, 
exigem algoritmos iterativos que realizem uma lineariza'i)lio a cada passo de carga. 
Por outro !ado, o Metodo da Energia formula o problema de analise estrutural 
usando a teoria de minimiza9iio. Neste caso, os algoritmos de programa9iio matematica 
proporcionam uma soluyiio mais consistente. 
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4.2 SOLU(:AO NAO-LINEAR VIA EQUA(:AO DE EQUILffiRIO 
formulayao vm modelo de deslocamento urn problema 
elementos finitos, demanda a satisfayao simultanea da equa9iio de equi!ibrio global: 
={R} ( 4.1 ) 
ou, de outra forma, com as for9as residuais {r} : 
{r} = J o -{R} =0 ( ) 
Em que [ K ] e a matriz de rigidez, { u } e o vetor de deslocamentos e 
{ R } o vetor de carregamento incluindo fon;:as de corpo e super:ficie. 0 termo { a } 
representa as tensoes que satisfazem as rela9oes constitutivas nao-lineares apropriadas, 
[ B ] a matriz que relaciona as deforma96es com as cornponentes de deslocamento [43] e 
Q e 0 dominio de integrayiiO. 
4.2.1 METODO INCREMENTAL ITERATIVO. 
A solu~;ao de urn problema nao-linear envolve urn processo incrernenta!/iterativo, em 
que urn numero de ciclos de itera<;:oes sao executados, para cada incremento da aplica;;:ao de 
carga , ate que as for;;:as residuais { r} desaparegam . Assim o algoritmo de solw;:ao nao -
linear requer uma determinaviio sucessiva de busca de dire96es, {d l-l de maneira que, 
no fun da iteraviio i, o deslocamento 
{u}; = {u};_ 1 + {dL_ 1 ( 4.3) 
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resulta em urn campo de tensoes { IJ } 1 que satisfaz a equa91io ( 4.2 ). 
Primeiramente, descreve-se urn metodo incremental iterativo generico. 
Para urn carregamento 
th n OS desJocamentOS { U } ~ e aS 
tensoes { IJ } Z sao conhecidas, assim como o desequilibro de for9as nodais { r } n- 1 , 
resultantes do carregamento incremental anterior. Os passos seguintes para o algoritmo 
sao, como segue: 
a) Calculo do incremento 
{r}~ = {r}n-l + {~r}n (4.4a) 
{ A } n { r} n-l onde Ll r e 0 vetor de incrementos de carga, e 0 residuo do incremento 
de carga anterior. 
b) Para o inicio da itera<;:ao (i -1), primeiramente calcula-se a matriz de rigidez global 
[ K ] 1_ 1 de acordo como algoritmo iterativo adotado. 
c) Avalia<;:ao dos deslocamentos incrementais, { d } 1 _ 1 como: 
e atualiza<;:ao dos deslocamentos de acordo com a equa<;:ao ( 4.3 )_ 




e) Avaliavao da tensao total: 
{a} 
f) Avalia<:;ao da for<:;a intema nodal equivalente como 
{r}; = J[Bf •{a};d.Q 
Q 
g) Avalia<:;ao for<:;a extema de equillbrio: 
{r}; == {r}~- {R}, 
h) Verificayiio da convergencia: 




( 4.4f ) 
2) Se a convergencia nao e alcanvada, efetuar: {rL-1 = {r}, e 
{ u } 1 _ 1 = { u } 1 e comeyar do passo b. 
No algoritmo anterior dois pontos adicionais devem ser destacados: primeiramente 
deve estabelecer-se urn criterio de convergencia para a comprovayao da convergencia no 
passo II). Segundo, uma escolha de diferentes metodos e possivel para determinar qual 
matriz , [ K ] 1 _ 1 deve-se usar no passo b) do processo iterative. 
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4.2.2 TOLEAANCIA DA CONVERGENCIA. 
Se uma estrategia incremental de soluviio baseada no metodo iterativo e adotada, 
uma considera9iio cuidadosa para o criterio de convergencia deve ser introduzida. Ao fim 
de cada itera9iio, a soluviio obtida seni verificada para ver se converge dentro da tolerilncia 
prefixada, ou se o processo de itera9iio diverge. Se a tolerilnda da convergencia e 
demasiado pequena , o esfor9o computacional e muito alto e o gasto para obter a exatidao 
em termos de engenharia e inutiL Ires grandezas podem ser avaliadas ao fim de cada 
iterar,:ao pelo criterio de convergencia : os deslocamentos, as for9as externas de equilibrio e 
o incremento de energia interna. 
0 criterio de convergencia do deslocamento pode expressar-se como: 
( 4.5 a) 
onde { Ll. u } , e o vetor das componentes dos deslocamentos iterativos, r D e uma 
toleriincia prefixada de deslocamento, { Ll. u } i- l e 0 vetor das componentes dos 
deslocamentos associados com a soluyiio linear da equayiio de equilibrio e II II representa 
a norma euclidiana. Urn criterio de deslocamento geralmente fimcionaria bern, mas niio e 
adequado para uso com estruturas rigidas onde grandes incrementos de carga estao 
associados com pequenos incrementos de deslocamentos. Portanto uma toleriincia muito 
estreita e necessaria. 
Urn criterio de convergencia de forr,:a pode expressar-se como: 
II { r L II < r d { R } o /1 ( 4.5 b) 
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onde { r } , e o vetor de for9as residuais na itera~o i , { R } 0 sao as cargas aplicadas 
no nivel atual e r F a tolerilncia prefixada de for9a. 0 criteria de forva e bastante 
conveniente para se usar em termos computacionais porque ambas as quantidades { r } 1 
e { R} o sao facilmente avaliilveis no fun de cada itera9ao e nao requerem uma 
memoria extra. 
4.2.3 METODO NEWTON-RAPHSON. 
No metodo Newton - Raphson (N-:R) os deslocamentos sao atualizados entre 
sucessivas itera9oes de acordo com ( 4 3 ) com a busca de dire91io { d } 1 _ 1 que produz os 
residuos 
{r}, = {r}({ u};_ 1 + {d},_1 ) = {0} ( 4.6) 
Exprimindo (4.6) em forma truncada da serie de Taylor, tem-se a busca direcional 




i-1 i-1 H (4.7) 
onde a matriz Jacobiana coincide com a matriz de rigidez tangencial [ K L1 ] associada 
com o estado de deslocamento { u } 1 _ 1 . 
Assim, o calculo computadorizado da busca de direyao demanda uma avaliayiio de 
rigidez seguida por uma completa equa9ao de reduvao e a substituiviio posterior para cada 
iteravao de cada incremento de carga . 
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Para exemplificar a utiliza<;ao do metodo Newton-Raphson apresenta-se o exemplo 
seguinte. 
Seja uma mola nao-linear figura ( 4. e unagme-se que a matriz de rigidez da mola 
K e composta de urn termo K 0 e urn termo K N que depende da deformaQil.o. 
K 
Figura 4.1 
(K 0 + K N ) u = R = f 
On de: 





Considere para o inicio da itera<;ao K N = 0 Para uma for<;:a R A podemos 
conhecer o valor de u 1 , sendo A urn ponto da curva R vs u , ainda no regime elii.stico. 
R A = (K 0 + K NA ) u ! ( 4.8.1 ) 
Metodologia 
Agora 0 carregamento e incrementado do valor de R B ; entao u 2 e 0 valor do 
deslocamento procurado. 
Usando a serie truncada de Taylor: 
R = ¢ (u 2 ) = (K 0 + K N ) 
¢ (u 1 + d 1 ) = ¢ (u 1 ) + ( df J d 1 du 1 
K , = Rigidez tangente. 
Observa-se que para d 1 , tem-se if; ( u 1 + d J = R 8 
( 4.8.2 ) 
( 4.3.3 ) 
Assim, com ¢ ( u 1 ) = R A e K , avaliado para A, equavao ( 4.8.2 ) resulta: 
( 4.8.4) 
onde R 3 - R A pode ser interpretado como uma carga de desequilibrio isto e, a diferen9a 
entre o carregamento aplicado R 3 e a for9a R A = ( K 0 + K NA ) u 1 na parte 




Em seguida avalia-se d 1 e atualiza-se o deslocamento estimado por : 
Para a nova itera<;ao obtem-se a nova rigidez tangente ( K , ) 1 da equa:;ao 
( 4.8.3) com u = u 2 , obtendo o carregamento de desequilibrio R B - r1 , don de r, 
provem da equa:;ao ( 4.8.1) com u = u 2 . 0 novo deslocamento atualizado e 






















Existem vfuios algoritmos como Newton Conjugado, Newton Modificado, Gradiente 
Conjugado que nao serao tratados neste trabalho. 
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4.3 SOLUCAO NAO-LINEAR VIA EQUACAO DE ENERGIA. 
Mediante o estudo e emprego de algoritmos de otimizaviio, nesta pesquisa, 
pretende-se dar-se uma pequena contribui<;iio a anillise de problemas estruturais, 
fonnulados Metodo da Energia. 
Urn teorema fundamental, neste caso, afirma que a situa~tiio deformada, em 
equilibria, corresponde urn minimo na energia total. Justamente a utilizaviio desse teorema 
pennite obter os valores incognitos de deslocamentos e suas derivadas em cada ponto da 
estrutura. 
Por outro !ado, a minimiza~tiio da fun.yao energia pode ser interpretada como urn 
problema de otimiza9iio ou programa;;ao matematica por o qual tem-se algoritmos 
matematicos ja desenvolvidos, que perrnitem, particularmente no caso de problemas nao-
lineares, encontrar resultados consistentes. 
No presente trabalho serao estudados fun.yoes quadraticas do tipo 
1 f(u) = -uT Ku+ST u+c 2 . 
Onde a finalidade e encontrar OS pontos de maximo ou minimo !ocais. Os 
a!goritmos de otimiza9iio a estudados sao do tipo Newton e Quase Newton [ 44], este Ultimo 
dividido em dois metodos DFP e BFGS, porem o algoritmo usado no programa principal 
sera do tipo Quase-Newton usando o metodo BFGS ( Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno). 
Tais a!goritmos empregam urn outro procedimento numerico que e a busca 
unidimensional adotada para a deterrnina9iio do passo na dire9iio de descida 
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4.3.1 CONDI(:OES DE OPTIMALIDADE PARA MINIMIZACAO. 
1111 ({u }): N RJ ~ 
' 
1111 {u r e ponto critico, !{{u}')= { 0} ' 
1111 Ahessiana lv 2 f ({u r )lNxN ) e positiva definida. 
Entao : {u }* e ponto de minimo local. 
4.3.2 PONTOS DE MiNIMO LOCAL DE UMA FUN(:AO 
A estrategia geral que pode ser adotada para encontrar os pontos de minimo de uma 
funyao e a seguinte: de inicio, toma-se urn ponto qualquer e, logo a segnir, numa dada 
direyao e sentido, de maneira que o valor da funyao decresc;a, encontra-se o valor minimo 
da func;ao nesta dire9ao e sentido, obtendo, assim, urn novo ponto de partida. Continua-se 
desta maneira ate encontrar o valor minimo da fun9ao. 
Consideremos uma fun9ao nao-linear dada por: 
f({u}): R" ~ R ( 4.15) 
e seja urn ponto U que pertence a uma reta que passa pelo ponto u 0 tendo uma dire9a0 
dada pelo vetor { d } , ou seja: 
{u} ( 4.16) 




}+ e chamado solw;:ao perturbada de { U} na dire91i0 
Espera-se que a soluyao perturbada seja me!hor, isto e, tenha urn valor menor para a 
fim~tiio (fim91io objetivo ). Quando isto acontecer, { d} e chamada dire91io de descida. 
Entao: 
este procedimento deve ser repetido ate que li{u}1+1 -{uLII<tol ou que o numero de 
itera<;:Oes alcance seu limite maximo. 0 valor to! e uma tolerancia pre-estabelecida, sendo 
geralmente urn valor muito pequeno, por exemplo to! = 1 0 --<5 • 
Quando for verificado o primeiro criterio de parada, significa que o procedimento 
convergiu e encontrou-se a soiuyao otima { u}' , ou seja, o ponto que minimiza a fun9ao 
objetivo. Caso contritrio, se o processo iterativo terminar ao atingir o numero maximo de 
itera9oes, significa que o metodo nao convergiu para o determinado problema em estudo 
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4.3.3 DEFINI(:OES PRINCIPAlS 
4.3.3.1 VETOR GRADIENTE f ~ u } ' ) N ~ R 1 NUM PONTO 
{u }" 
vetor gradiente de u} * ),edadopor: 





of ({u }* )j 
du N 
( ) 
4.3..3.2 A MATRIZ HESSIANA DE UMA FUN(:AO f ({ u } ) NUM PONTO {u }' 
A matriz hessiana de f ({ u } • ) , e dada por: 
o 2 f {{u }*} o 2 f {{u }'} 
.. .. .. 
o 2 f ({u }*} 
ou 2 ou!ou 2 ou!ou"' 
o 2 f ({u }'} o 2 f {{u }'} 
• .. .. 
o 2 f {{u.}' J 
oulou 2 ou 2 2 ou 2 ouN 
.. .. .. .. .. .. ( 4.18) 
.. .. .. .. .. .. 
" 
.. .. .. .. .. 
o 2 f {{u }*) o 2 f {{u }'} 0 2 f {{u }'} 
.. .. .. 
0U 10U N ou 2 ou N OUN 2 
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Ern analise nao-linear de estruturas, os pontos u representarn os deslocamentos 
nodais da estrutura, a funvao f ( u ) representa a funviio energia potencial total, o vetor 
{ r ( u ) } representa o vetor residuo, isto e, urn vetor ern que cada componente representa 
o desequilibrio entre for9as num dado no e numa dada direviio e a matriz [ K )J 
representa a matriz de rigidez. 
J(u )= ·[K] ·{u} + {b}r ·{u} (4.19) 
residual dada 
{r} = [K] · {u} + {b} ( 4.20) 
4.4 BUSCA UNIDIMENSIONAL. 
Como foi rnencionado anteriormente, em quase todos os rnetodos computacionais 
existe algo comum. Partindo de urn ponto inicial arbitnirio, detennina-se uma dire9ao de 
descida, andando nesta dire9iio ate encontrar urn ponto de minimo relativo da fun9iio. Este 
ponto de minimo relativo e tornado como urn ponto inicial e o procedimento e repetido ate 
encontrar o ponto minimo local da fun9iio. 
0 procedimento para detenninar urn ponto de minimo numa direyao dada e 
chamado busca unidimensional. Este procedimento e facilrnente aplicado em fun9oes 
quadriiticas, equa9ao ( 4.19 ). 
A finalidade da busca unidimensional e detenninar o tarnanho exato do passo na 
direyao de descida { d} ; uma vez determinada a dire9ao de descida atraves de urn algoritmo 




Assim, tendo a fun9ao quadnitica: 
1 )= uf ·[K]·{u}+{bf ·{u} 
2 
[K] = Matriz de rigidez 
0 gradiente da fun9a0 e dado por: 
\lf(u) = [K]{u} + {b} ( 4.21) 
Como a fun9iiO e quadratica, e possivel determinar 0 tamanho exato do valor (A-)' 






substituindo os valores da equas:ao ( 4.21 ) em ( 4.22) obtem-se: 
resultando para A : 
A= -{b}r {d}o -{u}aK]{d}o 
{d};[K]{d}0 
sendo { d} 0 a dire<;ao descida avaliada usanao o algoritmo Quase Nevvi:on. 
4.5 TIPOS DE METODO CIASSICOS DE DESCIDA. 
( 4.23) 
(4.24) 
Tem-se vfui.os metodos de descida como Gradiente Conjugado, Newton Raphson, e 
Quase Newton, que serao vistos nesta pesquisa. 0 tipo de estrategia usada para o cruculo da 
dire<;ao de descida determinara a eficiencia do metodo em buscar o ponto minimo da 
fun<;ao. 
4.5.1 METODO DO GRADIENTE. 
Como indica o nome, neste caso e utilizado em cada itera<;ao o gradiente da fun<;ao, 
como indica o algoritrno mostrado em seguida. 
Algoritmo 1. 
Se {u}; ERn eta! que Vf({u};)*O,ospassosparadeterrninar {u}i+l sao: 
Passol: Calcular {d}; = -Vf({u};). 
Passo2: (Busca unidimensional) calcular A; 
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4.5.2 METODO NEWTON RAPHSON. 
Proposi~io: 
Se f e uma fun.;ao quadnitica com matriz hessiana H definida positiva, dado 
E dado por: 
{d}= ([H]{u}0 +{b}) ( 4.25) 
sendo: 
( 4.26) 
{u}* ={u}o +{d} 
e o minimizador global de f em R" . 
f 1 T T Prova: Seja: (x)=2{u} [H]{u}+{b} {u}+C.Temos,que: 
Vf( {u}*) = [H]( {u}0 + {d}) + {b} Logo, usando a relayao (4.25 ), obtemos que: 
Vf( {u}) = [H]({u}o -[Hr1([H]{u}o + {b})) + {b} 
Portanto, 
Vf( {u}) = [H]{u}0 - [H]{u}o- {b} + {b} = 0, o que prova a proposi.;ao. 
A dires:ao d e a solw;ao do sistema linear 
[H]{d} = -([H]{u}o +{b}) = -Vf({u} 0 ). 
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Portanto, minirnizar uma fun9ao quadnitica com hessiana definida positiva e urn 
problema equivalente a resolver urn sistema linear com matriz simetrica e definida 
positiva. 
A!goritmo2 (Metodo Newton Rapl:!son) 
Se {u}, etalque Vf({u},) * O,os passos paradeterminar u,+1 sao: 
Passo 1: Determinar { d} 1 que 
2/({u},){d}, =-Vf({u},) 
Passo2: Fazer { u} i+l = { u}, + A1 { d}, , onde .It, e determinado mediante a busca 
unidimensional. 
4.5.3 METODO QUASE-NEWTON. 
Como foi dito anteriormente, a analise nao-!inear de estruturas apresenta dois serios 
problemas: o primeiro consiste na formulavao matematica que representa de modo aceitavel 
o comportarnento real da estrutura e o segundo problema e o procedimento computacional 
do modelo matematico encontrado. Portanto o processo computacional e uma tecnica que 
permite a solu91io de problemas usando primeirarnente uma serie de algoritmos para, em 
seguida, logo fazer o diagrama de fluxo e sua respectiva codificayao; desta forma ter-se-a 
uma visualizayao eficaz e urn procedimento adequado. 
Na aplica9oes as estruturas, geralmente se encontram dificuldades pela 
complexidade da estrutura, que envolve urn numero significative de variaveis, tendo-se que 
empregar processos que envolvem itera9oes e aproximay5es sucessivas. 
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0 principio da minima energia potencial total e o conceito operacional mais usado 
para a analise niio-linear de estruturas. Uma vez tendo a energia potencial total como 
fi.mo;:ao dos deslocamentos nodais da estrutura, o problema de encontrar a configura9ao 
equilibrio e urn caso de programa9ao nao-linear, ou seja, a configura<;:iio de equilibria e 
dada, ou representada, pelos pontos de minimo local da fun9iio energia potencial total e as 
configura9oes instaveis sao representadas pelos pontos de maximo local da fum;:ao. 
Porern, existem casos de analise estrutural onde niio existe uma funviio energia 
potencial total, mas de certa forma pode-se definir uma fun9iio de modo que seus pontes 
de minimo local representem configura9oes de equilibria da estrutura. Assirn, a 
compreensao dos conceitos fundamentais utilizados em programaviio nao-linear sao 
irnportantes para a analise de estruturas, seja o caso de analise linear ou nao-linear, elastica 
ou inelastica. 
4. 5.3.1 ESTRATEGIAS DO METODO QUASE NEWTON. 
A estrategia fundamental do metodo consiste em usar uma aproximaviio para a 
inversa da hessiana ao inves da verdadeira inversa que e requerida no metodo de Newton. 
0 rnetodo Quase Newton assume que a utilizavao da matriz hessiana nao e 
recomendave!, porque seu cillculo requer urn esfor90 computacional excessivo. 
No metodo Quase-Newton uma aproxima9iio para a inversa da matriz hessiana e 
construida pela atualizavao de urna prirneira aproxirnaviio. 
Esta aproximayiio para a inversa da rnatriz hessiana e por constru9lio de urna matriz 




No metodo Gr<1die,nte escolhemos: 
{d}, =-[J]Vf({u}J, 




onde [ H], E R""" e uma matriz simetrica de numeros reais definida positiva. 
[ H ] 0 Deve ser fornecida pelo usuiuio ou [ H ] 0 = [ I ] 
Obtendo [ H ] i+, 
[H ],+ 1 = [H L + [,1.H L onde: 
[ ,1. H ] , deve ser tal que [ H ] , + 1 tenha algumas propriedades pre-
determinadas, por exemplo simetrica. 
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[ H ] 1 + 1 positiva-definida, etc. 
que e fun<;ao de: 
definir os vetores: 
{s }, = {u },+ 1 - {u }, 
{y}, = {g},+l- {g}, 
Equa9ao Quase-Newton. 
Para uma variavel fig. ( 4.4 ). 






pata varias variaveis: 
[ L1 {y}, = {sL 
{[ l + [ ],}{y}, = {s}, 




Esse [ Ll. H ] , deve ser somado ao [ H J da itera\)ao anterior. 
( 4.26) 
No metodo DFP (Davidson, Fletcher, Powell ) o [ 11 H ] , e dado por: 
[ ]
DFP 
IIIII H t+l ( 4.27) 
enquanto que no metodo BFGS ( Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno) 
{ } - {s }, 
t - {s }~ {y }; - ( 4.29) 
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4.5.3.2 ALGORITMO 3 METODO DFP (Davidon, Fletcher e Powell). 
Passo 1: Calcular ). 
Passo Detemninar atraves de uma busca linear e definir { u} i+J = + 
Passo 3: Calcular: 
[ ] DFP i+ l 
[H],{y},{yr[ L 
{yr[ t{YL 
4.5.3.3 ALGORITMO 4 METODO BFGS ( Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno). 
Dados de entrada: 
[H ] 0 = [I] 
f ( {u } ) ~ Funyao a ser minimizada. 
{g ({u })} ~ 'V f ({u }) Gradiente. 
{u }0 ~ Estimativa do ponto inicia!. 
E P S ~ Convergencia para Quase-Newton. 
N R M A X ~ Nllinero maximo de iteravoes. 
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Passo 1: Calcular: { d}, = - [ H LV f ( { u},) 
Para i = 0 => [H] = 
Passo 2: Determinar: Ai atraves de uma busca linear e definir: 
{u};+1 = {u}, +l,{d}; 
Passo 3: Calcular: 
= f:~ + {t}, }; ({y f [H } {y },) 
Voltar Ao passo 1: Calcular a nova dire~ao 





EPS = convergencia adotada. 
Se a condi~ao for satisfeita: 
a) {u}* = solu~ao procurada. 
Caso contrario: 
b) Continuar com o passo 3 
80 
CAP. 5 RESULTADOS. 
5.1 EXEMPLOS DE APLICACOES. 
Os algoritmos, como a modelagem comportamento do material, estudados nos 
foram num programa rea!izado pelo on•ent;idor, 
resolvendo os exemplos usando o algoritmo Newton Raphson e obtendo resultados que, 
comparados graficamente com os resultados obtidos pelo metodo Quase-Newton, pennitem 
verificar a eficiencia de cada metodo. Os exemplos que serao mostrados tern seus respectivos 
dados de entrada e saida de resultados apresentados no anexo. 
5.2 EXEMPLOS NllMERICOS. 
5.:U PRIMEIRO EXEMPLO. 
Este exemplo consiste de urn cilindro de concreto sem armadura, submetido a pressao 
radial extema como mostra figura ( 5.1 ). 
Este cilindro representa os tres modelos identicos testados experimentalmente por Runge 
e Haynes [59] e arialisado por Chen et al [61] e Rule e Rowlands [17] atraves do metodo dos 
elementos finitos. 
Deve-se observar que os tres cilindros testados em laboratorio nao tinham ses:ao 
perfeitamente circular devido a imperfei<;:oes geometricas introduzidas por defeitos nas formas 






Figura 5 .l Cilindro de concreto sob pressao radial. 
Para analise do cilindro, Rule e Rowlands [17] utilizaram para o concreto urn modelo 
ortotropico derivado do proposto por Darwin Pecknold [26], com algumas simplificayoes. 
0 elemento finito utilizado encontra-se em Zienkiewicz [ 60 ], e plano e tern como funyoes 
aproximadoras para os deslocamentos no seu plano funyoes lineares e polinomio cubico para os 
deslocamentos transversais. 
0 elemento finito ainda e dividido em camadas. 
Chen et al. [6!] utilizaram o modelo desenvolvido por Chene Chen [62], que se baseia na 
teoria da plasticidade. 
0 programa de elementos finitos que eles utilizaram e uma versao atualizada do 
NONSAP [63], chamado NFAP. 
0 cilindro foi dividido em 30 elementos finitos 1gurus e considerou-se a espessura 
dividida em 8 camadas iguais. 
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Experimenta!mente verificou-se que o valor medio da pressao ( para os tres cilindros ) que 
causo implosao dos mode los foi 3, 79 Mpa com urn desvio padrao de 0, 17 Mpa. 
Analiticamente Rule e Rowlands [ 17] obtiveram 4.14 Mpa e Chen et ali [ 61] 4,36Mpa, e 
Villegas 4,64Mpa. 
A figura 52 representa a curva pressao-deslocamento radial da meia altura do cilindro.De 
acordo ao resultado obtido mediante os metodos Newton Raphson e BFGS. 
Os dados sao mostrados a continuayao como urn exemplo de saida do programa: 
ARQUIVO DE SAIDA 
CASCAS CILINDRICAS DE CONCRETO A~PnO 
ANALISE COM NAO-LINEARIDADE FISICA 
NUMERO DE ELEMENTOS= 30 
NUMERO DE ELEMENTOS NA DIRECAO X= 10 
NUMERO DE ELEMENTOS NA DIREXAO Y= 3 
NUMERO DE NOS COM CONDS. DE CONTORNO= 44 
NUMERO DE CAMADAS DE CONCRETO= 8 
NUMERO DE CAMADAS DE ACO= 0 
NUMERO DE PTOS. GAUSS= 9 
DADOS RELATIVOS AOS MATERIAIS 
COEFICIENTE DE POISSON EQUIVALENTE= .19 
RESISTENCIA DO CONCRETO A COMPRESSAO= -48.00 
RESISTENCIA DO CONCRETO A TRACAO= 4.30 
DEFORMACAO DO CONCRETO CORRESPONDENTE A FLC=-.00300 
MODULO DE ELAST. INICIAL DO CONCRETO= 25250.00 





0 resultado de deslocamento da altura media do cilindro sao mostrados na seguinte tabela, 




Deslocamento vertical do ponto central da parte lateral do cilindro exemplo 1. 
INCREMENTO CARGAi BFGS tN RAPHSON I 
i Villegas i Assan I ! i 
! N6 (1) 
I 
N6 (1) I ! 
1 0,86 
I 
0,023326 0,023353 I !, 
2 1,72 0,048156 
I 
0,048235 
I 3 2,064 I 
0,059208 0,059409 
4 2,236 0,06506 0,065375 
5 2,408 I 0,071156 I 
0,071578 
I 6 2,58 0,077479 0,078055 
7 2,752 0,084126 0,084851 
8 2,924 0,091097 0,092023 
9 3,096 0,098066 0,099641 
10 3,268 0,105707 078 
11 3,44 I 12435 18623 
I 12 3,612 0,121089 0,126285 
13 3,784 0,128216 0,137039 
14 3,956 0,139174 0,149282 
15 4,128 0,159898 0,163693 
16 4,3 0,166848 0,181623 
17 4,472 0,17686 0,206332 
18 4,644 0,18789 
01 5 Q. 










r···· VILLEGAS (BFGS) N01 









0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 
DESLOCAMENTOS (em) 
Figura 5.2 Comparavao grafica entre os metodos Newton-Raphson (Assan) e BFGS 
(Villegas) do ponto central da parte lateral do cilindro exemplo L 
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5.2.2 SEGUNDO EXEMPLO. 
curvas em diafragmas rigidos no seu plano e tern uma armadura distribuida na sua superficie 
media com espessura equiva!ente a 0,6% da espessura da casca, 
Os dados utilizados sao mostrados na figura 53 
Figura, 53 Cobertura cilindrica circular de concreto armado, 
Urn quarto da casca foi dividido em 48 elementos, sendo 6 na dire9ao longitudinal e 8 na 
transversal, a espessura foi dividido em 8 camadas, 
A figura SA mostra no grafico: carga distribuida sobre a casca versus deslocamento 
vertical do ponto A , 
Este exemplo tambem foi analisado por Buyukoztruk [64] mas os resultados que ele 
obteve diferem muito dos mostrados na figura 5 A 
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A amilises mediante realizada com os metodos Newton Raphson e Quase-Newton 
fornecem os val ores mostrados na tabela 2 e no grafico carga -deformaviio, figura 5 A 
salda dos resultados tern a aparencia mostrada parcialmente abaixo: 
ARQUIVO DE SAIDA 
CASCAS CILINDRICAS DE CONCRETO ARMADO 
ANALISE COM NAO-LINEARIDADE FISICA 
NUMERO DE ELENENTOS= 48 
NUMERO DE ELEMENTOS NA DIRECAO X= 6 
NUMERO DE EL&"'ENTOS NA DIREXJID Y= 8 
NUMERO DE NOS COM CONDS. DE CONTORl'\fO= 23 
NUMERO DE CPu"1A.DAS DE CONCRETO= 6 
NUMERO DE CAMADAS DE ACO= 2 
NUMERO DE PTOS. GAUSS= 9 
DADOS RELATIVOS AOS MATERIAlS 
COEFICIENTE DE POISSON EQUIVALENTE= .15 
RESISTENCIA DO CONCRETO A COMPRESSAO= -250.00 
RESISTENCIA DO CONCRETO A TRACA0=25.00 
DEFORMACAO DO CONCRETO CORRESPONDENTE A FLC=-.00238 
MODULO DE ELAST. INICIAL DO CONCRETO= 210000.00 







Tabela 5.2 Deslocamento vertical dos pontos extremos da casca cilindrica exemplo 2. 
I 
I NCR I CARGA 1 
I ' I 
I N67 
1 0,00251 0,490588 
2 0,003751 0,737151 
3 0,00475 0,934665 
4 0,005251 1 ,034143 
5 0,0057511,133187 
6 0,00625 1,232818 
7 0,00675 1,332221 
81 0,00725 1,432316 
91 0,00775 1,550031 
101 0,00825 1,597836 
11 i 0,0087511,696663 
12i 0,00925, 1,816848 
131 0,0097111,944778 

























N6 42 I N6 21 i N6 7 i 

















0,328649 0,491342 -0,07522 0,043601 
0,493477 0,737813 1303 0,065454 
0,625841 0,893533 -0,14337 0,082958 
0,692171 1,034214 -0,15858 0,091719 
0,758755 1,133165 -0,17381 0,100486 
0,825183 1,2322 -0,18904 0,109257 
0,891934 1,331302 -0,20431 0,118032 
0,9586 1,430476 -0,21959 0,126813 
1,031121 1,51042 -0,23433 0,136239 
1,084148 1,619965 -0,24987 0,144887 
1,157081 1,735368 -0,26734 53822 
1,235554 1,836798 -0,28423 0,163336 





12,100388 -0,33105 0,198183 
2,5 
---BFGS 63 
BFGS NO 42 
BFGS 21 
NEWTON RAPHSON N07 





















Figura 5.4 Comparavao gnifica entre OS metodos Newton-Raphson (Assan) e BFGS {Villegas) 
dos pontos extremos da casca cilindrica exemplo 2 
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Resultados 
5.2.3 TERCEIRO EXEMPLO. 
Este exemplo trata de uma casca cilindrica circular de concreto armado vinculada em todo 
o contorno por articula.;;oes que impedem as transla;;oes no plano horizontal, anaiisada 
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Figura 5.5 casca cilindrica circular de concreto armado (Takayama) 
Os autores estavam investigando a capacidade portante de cascas ciHndricas de concreto 
armado com imperfei96es iniciais. Os experimentos foram realizados considerando dois tipos de 
especimes: uma casca perfeitamente cilindrica circular e a outra casca foi dada uma imperfeiviio 
geometrica inicial. Neste trabalho usa-se como comparaviio a primeira cas ca. 
Estes autores, na analise numerica, adotaram urn modelo similar ao sugerido por Cedolin 
e Dei Poli [ 66], tambem descrito por Hinton e Owen [ 67]. 
Resultados 
A relayiio constitutiva do concreto segmu a lei de Hooke ate que a tensao efetiva 
equivalente alcanyou a resistencia a compressao uniaxial do concreto. Depois deste ponto o 
material escoou e considerando-se a regra do fluxo (flow rule) associada. 
A fun9iio do escoamento do concreto adotada e: 
onde a e b sao iguais a 0,3558' e 1,355, respectivamente. Estas constantes foram determinadas 
baseadas nos estudos de Kupfer and Gerstle [27] e Kupfer et al. [31]. 
Na tensao, Takayama eta!. [65] usam a mesma hip6tese usada neste estudo para mode!ar 
o comportamento do concreto. 
Neste trabalho a casca foi dividido em 48 elementos finites, porem com o mesmo numero 
de camadas de concreto e avo adotados por Takayama et al. [65]. A figura [5.6] mostra os 
deslocamentos verticais dos nos A,B e C mostrados na figura [ 5 .5]. 
Os resultados dos deslocamentos verticais destes pontos sao mostrados na seguinte tabela 
(3), obtidos mediante os metodos Newton Raphson e BFGS. 
Tabela -5.3. 
Deslocamentos verticais dos pontos A,B,C exemplo 3. 
INC CARG BFGS N.RAPHSON I TAKAYAMA EXPERIMENTAL Villegas Assan i 
I N6 63: I N6 42 N621 N663 N6 42 I N6 21 N6 63 I N6 42 I N6 21 N663 N6 42 N6 21 
• 0,0118
1
0,0020 I 0,2083 0,0168 0,0117 0,0024 0,0170 0,016 -0,008 0 O.D16 0.016 0.006 
2 0,4166 0,03441 0,0239 0,0049 0,0349 0,0242 0,0041 0,028 0,016 0 I 0.035 0.035 0.008 
3 0,6249 0,0531' 0,0369 0,0075 0,0537 0,0372 0,0062 0,044 0,023 -0,0051 0.047 0.047 0.010 
4 0,8333 0,0730 0,0507 0,010110,0713 0,0491 0,0082 0,065 0,031 ·0,008 0.065 0.051 0.010 
5 1,0416 0,095 0,0656 0,0128.0,0892 0,0612 0,0101 0,08 0,039 ·0,013 0.085 0.059 0.010 
6 1,2499 0,1184 0,0817 0,0156 0,1075 0,0733 0,0119 0,096 0,047 ·0,026 0103 0.067 0.016 
7 1,4583 0,1458 0,1001 0,0187 0,1267 0,0855 0,0134 0,129 0,054 -0,030 0.135 0.082 0.016 
8 1,6666 0,1739 0,1198 0,0217 0,1465 0,0978 0,0147 0,155 0,062 -0,038 0.163 0.089 0.016 
9 1,7708 0,1881 0,1312 0,0220 0,1572 0,1039 0,0148 0,173 0,066 -0,046 0.184 0.096 0.018 
1011,8749 0,1373 10,0222 
, 
0,1999 0,1699 0,1107 0,0139 0,197 0,071 -0,052 o.zo2 1 o.1 o3 0.020 
11 1,9791 
I 
0,1839 0,1175 0,0122 0,217 0,078 -0,062 0.225,0.111 0.020 
12 2.0833 lo,1972 0,1245 0,0109 0,274 0,091 -0,068 0.248 0.147 0.020 
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Resultados 
-0,1 -0,05 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 
DESLOCAMENTO VERTICAL (em) 
~---EXPERIMENTAL NO 63 
EXPERIMETAL NO 42 
EXPERIMENTAL N021 
TAKI\YAMA NO 63 
--4~- TAKI\YAMA NO 42 
--TAKI\YAMA NO 21 
__ , __ ASSAN NO 63 (NR) 
--~-- ASSAN NO 42 (NR) 
ASSAN NO 21 (NR) 
VILLEGAS NO 63 (BFGS) 
VILLEGAS NO 42 (BFGS) 
VILLEGAS NO 21 (BFGS) 
Figura 5 _ 6 Comparas:ao gnifica entre os resultados obtidos experimentalmente, 
Takayama, Assan (Newton Raphson) e Villegas (BFGS), 
Observa~oes: 
Nos arquivos de saida para cada metodo pode-se observar o comportamento da estrutura 
mediante cada incremento de carga, ocasionando fenomenos como escoamento do material 
conforme a carga e a forma9ao de fissuras_ 
Para primeiro exemplo observa-se que o material come9a escoar no incremento 17 na 
primeira itera91lo como e mostrado em seguida: 
Arquivo de saida Segundo Newton Raphson: 
****************** 
* INCREMENTO= 17 * 
****************** 
CARGA INCREMENTAL= -.17200 CARGA TOTAL=-4.47200 
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Resultados 
** INCREMENTO= 17 ITERACAO= 1 ** 
NO= 1 V= .OOOOOOOE+OO W= -.2382521E+OO DESL. VERT.= -.2063323E+00 
NO= 4 V= .OOOOOOOE+OO W= -. 2382724E+00 DESL. VERT.= -.2382724E+00 
NO= 41 V= .OOOOOOOE+OO W= .OOOOOOOE+OO DESL . VERT.= .OOOOOOOE+OO 
NO= 44 V= . OOOOOOOE+OO W= .OOOOOOOE+OO DESL. VERT.= .OOOOOOOE+OO 
ELEMENTO= 8 CAMADA= 7 PT. GAUSS=3 ESCOAMENTO DO CONCRETO - DIRECAO 1 
SIGl= -.6083878E+02 SIG2= -.3390427E+02 ANGULO= -.6172662E-02 
ELEMENTO= 8 CAMADA= 7 PT. GAUSS=6 ESCOAMENTO DO CONCRETO - DIRECAO 1 
SIGl= -.6083182E+02 SIG2= -.3389687E+02 ANGULO= .2531265E-02 
ELEMENTO= 8 CAMADA= 7 PT. GAUSS=9 ESCOAMENTO DO CONCRETO - DIRECAO 1 
SIGl= -.6082477E+02 SIG2= -.3388926E+02 A.~GULO= -.6277476E-02 
ELEMENTO= 8 CAMADA= 8 PT. GAUSS=2 ESCOA.~ENTO DO CONCRETO - DIRECAO 1 
SIGl= -.6095576E+02 SIG2= -.3295941E+02 ANGULO= .2644616E-01 
ELEMENTO; 8 CAMADA= 8 PT. GAUSS=3 ESCOAMENTO DO CONCRETO - DIRECAO 1 
SIGl= -.6075086E+02 SIG2= -.3548974E+02 ANGULO= -.7036259E-02 
ELEMENTO= 8 CAMADA= 8 PT. GAUSS;5 ESCOAMENTO DO CONCRETO - DIRECAO 1 
SIGl= -.6095047E+02 SIG2= -.3296520E+02 ANGULO= .3854744E-01 
CONTINUA 
Arquivo de saida segundo BFGS: 
****************** 
* INCREMENTO; 17 * 
****************** 
CARGA INCREMENTAL= -.17200 CARGA TOTAL=-4.47200 
NAO HA CARGAS CONCENTRADAS NOS NOS 
** INCREMENTO= 17 ITERACAO= 1 ** 
NO= 1 V= .OOOOOOOE+OO W= -.2024611E+OO 
NO= 4 V= .OOOOOOOE+OO W= -.1792819E+00 
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DESL. VERT.= -.1753365E+00 
DESL. VERT.= -.1792819E+00 
l<esultados 
NO= 41 V= .OOOOOOOE+OO W= .OOOOOOOE+OO 
NO= 44 V= .OOOOOOOE+OO W= .OOOOOOOE+OO 
DESL. VERT.= .OOOOOOOE+OO 
DESL. VERT.= .OOOOOOOE+OO 
ELEMENTO= 1 CAMADA= 1 PT. GAUSS=l PRIMEIRA FISSURA 
SIGl= .1285560E+02 SIG2= -.3840071E+Ol ANGULO= .8840319E+02 
ELEMENTO= 1 CAMADA= 1 PT. GAUSS=3 FECHAMENTO DA UNICA FISSURA 
SIGlF= .4908238E+01 SIG2F= -.1303598E+Ol ANGULO= -.7727851E+02 
ELEMENTO= 1 CAY~A= l PT. GAUSS=3 PRIMEIRA FISSURA 
SIGl= .4908238E+01 SIG2= -.1303598E+Ol ANGULO= -.7727851E+02 
ELEMENTO= 1 CAMADA= 1 PT. GAUSS=? ESCOAMENTO DO CONCRETO - DIRECAO 1 
SIG1= -.6013124E+02 SIG2= -.2206900E+02 ANGULO= -.5262627E+OO 
ELEMENTO= 1 CAMADA= 1 PT. GAUSS=8 ESCOAMENTO DO CONCRETO - DIRECAO l 
SIGl= -.5954327E+02 SIG2= -.2159636E+02 ANGULO= -.2789170E+00 
ELEMENTO= 1 CAMADA= 1 PT. GAUSS=9 ESCOAMENTO DO CONCRETO - DIRECAO 1 
SIGl= -.5875990E+02 SIG2= -.2137822E+02 Ju~GULO= .2427048E+01 
CONTINUA. 
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CAP. 6- CONSIDERACOES FINAlS E CONCLUSOES. 
Este trabalho mostra a ap!icavao do Metodo dos Elementos Finitos em conjunto com urn 
Metodo de Otimizayao, este ultimo como ferramenta consistente para a analise do 
comp,ontanlertto n1io-!inear das estruturas. 
Este tipo de algoritmo proporciona uma altemativa para obter soluyoes mais depuradas, 
como e o caso dos metodos Newton Raphson e Quase-Newton, vistos nesta pesquisa, e que 
podem ser particularmente estendidos para outros problemas de engenharia. 
0 metodo da energia aplicado a modelagem classica de estruturas, e fundamentado no 
principio da minima energia potencial total do sistema, sendo que o minimo da energia potencial 
total corresponde a situayao de equilibrio. 
Cada metodo mencionado neste trabalho utiliza o metodo exato de busca unidimensional, 
porem OS metodos diferem entre si principalmente na forma como e tomada a direyao de descida 
na busca do ponto minimo global. Cada metodo avalia o tamanho do passo na direyao de descida, 
atraves da busca unidimensional exata. 
Nem sempre os metodos de otimizayao levam a obtenyao do minimo da funvao, a menos 
que a fun<;:ao objetivo tenha caracteristicas como e caso de fun<;:oes estritamente convexas. 
A modelagem do concreto e ayo adotados nesta pesquisa procura captar o complexo 
comportamento do material diante de fenomenos como escoamento e fissura<;:ao do concreto ao 
aplicar urn carregamento incremental. 0 fenomeno de fissura<;:ao e a principal causa da nao-
!inearidade, n1io se podendo descartar tambem a importiincia de modelar a annadura. 
Cons:idera<;Oes Firulis e Conclusiles 
Os resultados obtidos mediante os metodos Newton-Raphson e Quase-Newton diferem 
muito pouco. Apesar de o metodo Quase-Newton mostra uma alternativa muito interessante, pois 
forne<:e uma regrade atualiza.;ao da matriz de rigidez absolutamente essencial para a redu9ao dos 
erros induzidos no procedimento incremental, o metodo Newton Raphson, e mais simples de ser 
implementado em programas de computador, e requer menos esforyo(tempo) computacional, 
sendo mais indicado para aplica<;oes pnl.ticas da engenharia 
0 trabalho pode ser melhorado considerando, por exemplo, a perda da aderencia entre a 
arrnadura eo concreto que tambem concorre para agravar a nao-linearidade fisica. 
A adoyao de elemento finito de comportamento superior ao utilizado no trabalho tambem e uma 
sugestao para melhorar a resposta que se obtem para estruturas em casca. 
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